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INTRODUÇÃO

Devido às propriedades ácido-base 
de um grande número de compostos, 
as curvas de titulação ácido-base, se-
guidas por via potenciométrica1, cons-
tituem um procedimento laboratorial 
relativamente simples e muito impor-
tante, quer no campo analítico (na de-
terminação de analitos), bem como no 
campo termodinâmico (possibilitando 
a estimativa de constantes de equilí-
brio).  Estas constantes por sua vez 
são imprescindíveis para inúmeras 
aplicações, desde as ambientais (re-
lacionadas com a especiação de ele-
mentos), passando pelas industriais 
(estabilização de polímeros e mistu-
ras coloidais como tintas, detergen-
tes, etc), farmacêuticas (estabilização 
de formulações, libertação controlada 
de fármacos), biomédicas (polímeros 
biocompatíveis, bio-géis, transdérmi-
cos, etc).

A previsão de curvas de titulação é 
deveras importante, quer para permitir 
a escolha do melhor indicador para a 
titulação, quer para verifi car, confi rmar 
ou estimar resultados com base nos 
resultados experimentais.

O objectivo deste trabalho é o de mos-
trar como se pode prever uma curva 
de titulação com base numa perspec-
tiva quantifi cadora.  Entendemos que 
este assunto em termos numéricos já 
é por si só algo difícil, razão pela qual, 
para não difi cultar a sua leitura, não 
iremos entrar em minucioso detalhe 
teórico quanto a defi nições e funda-
mentação do equilíbrio ácido-base, 
daí as subsequentes simplifi cações 
nesta abordagem.

Sendo este tipo de reacções muito ge-
nérico e simples não é por acaso que 
os alunos de Química começam por 
aprender o equilíbrio ácido-base.  Ain-
da assim, este conceito fi ca por vezes 
mal assimilado pelos alunos uma vez 
que existem diferentes abordagens 
possíveis para o tratamento do equi-
líbrio ácido-base [1, 2].  

Neste trabalho vamos adoptar a teoria 
ácido-base proposta em 1923 por Jo-
hannes Nicolaus Brønsted e Thomas 
Martin Lowry (teoria de Brønsted-Lo-
wry) já que esta é mais simples e válida 
para entender a transferência de protão 
entre espécies em meio aquoso.

Segundo a teoria proposta por Brøns-
ted-Lowry as reacções de ácido-base 
podem ser descritas em poucos pos-
tulados sendo os seguintes os mais 
fundamentais:

1. Um ácido é uma espécie química 
que doa um protão (H+);

2. Uma base é uma espécie química 
que recebe um protão;

3. Uma espécie ácida possui uma 
base conjugada associada;

4. Uma espécie básica possui um áci-
do conjugado associado;

5. Um ácido (HA) reage com uma 
base (B) por transferência de pro-
tão originando as respectivas espé-
cies conjugadas (A- e BH+). 

Os modelos que são aqui descritos 
têm em conta o procedimento expe-
rimental mais adequado com vista a 
que estes possam servir para descre-
ver os resultados experimentais.

Assim sendo, antes de mais, convém 
referir que, para minimizar os erros de 
carbonatação2 das soluções do titu-
lante3 e do titulado4, o processo deve 
ser conduzido experimentalmente uti-
lizando o ácido como titulado e a base 
como titulante – deste modo o contac-
to do ar com a base é minimizado e a 
agitação da solução de titulado (para 
facilitar o equilíbrio químico) não so-
fre muita contaminação se a titulação 
for realizada rapidamente5. A titulação 
potenciométrica é conduzida com um 
sistema potenciométrico sensível ao  
hidrogenião imerso na solução de ti-
tulado com um sistema de agitação 
adequado6.
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Ao nível do ensino opta-se por esco-
lher uma perspectiva simplista da titu-
lação que permite obter um traçado 
algo indefi nido como aproximação da 
curva de titulação.

A descrição do procedimento para 
estimativa da curva de titulação en-
volvendo a) ácido forte (25,00 mL HCl 
0,100 M) com uma base forte (NaOH 
0,100 M), b) ácido fraco (25,00 mL 
CH3COOH 0,100 M) com uma base 
forte (NaOH 0,100 M) e c) ácido for-
te (25,00 mL HCl 0,100 M) com uma 
base fraca (NH3 0,100 M) encontra-se 
descrito em livros de base para Quí-
mica Geral [1].

De acordo com esta perspectiva, no 
caso das espécies monopróticas7 an-
teriormente especifi cadas, este cál-
culo, por razões que serão posterior-
mente apresentadas, está fragmenta-
do em quatro etapas sequenciais:

a) antes de qualquer adição (Vb = 0,00 
mL) – o pH da solução do titulado 
é condicionado pela ionização do 
ácido;

b) na zona tamponizante antes do 
volume de equivalência – pH de-
terminado pelo par ácido-base do 
titulado;

c) no ponto de equivalência – onde 
existe proporcionalidade estequio-
métrica entre o titulante e o titula-
do;

d) após o ponto de equivalência – pH 
determinado pelo par ácido-base 
do titulante.

Esta segmentação do problema é van-
tajosa porque permite obter, de uma 
forma simples, um traçado algo gros-
seiro da curva de titulação – a zona 
tamponizante8 encontra-se restringida 
entre 1/10 e 9/10 do valor do volume 
de equivalência9 e passa a ser desco-
nhecida sobretudo próximo do ponto 
de viragem10 onde as aproximações 
efectuadas deixam de ser válidas.  
Contudo, esta abordagem é perigosa 
em termos educativos já que induz o 
aluno a assumir uma descontinuidade 
no sistema físico-químico em estudo.

A abordagem completa deste tipo de 
situações já foi há muito tempo descri-
ta, perdendo-se na história a sua ori-
gem, mas pode ser encontrada com-
pilada de uma forma sistemática [3].

Esta abordagem baseia-se essencial-
mente em dois princípios aplicáveis 
às soluções de electrólito em sistema 
fechado:

a) balanço de massa – as espécies 
formadas em solução dependem 
estequiometricamente da quantida-
de total dissolvida;

b) balanço de carga – as soluções de 
electrólito são electricamente neu-
tras devido a uma compensação 
estequiométrica das cargas dos 
iões presentes em solução.

As equações resultantes são, regra 
geral, difíceis de resolver, pois fre-
quentemente atingem grau superior a 
três.  A proposta deste artigo é facul-
tar ao seu leitor um modo de resolver 
esse problema de modo numérico 
iterativo, servindo-se de uma interfa-
ce gráfi ca como auxiliar, o programa 
Microsoft Excel.

Na primeira parte deste trabalho serão 
deduzidas as equações que descre-
vem a curva de titulação e na segunda 
parte serão realizadas demonstrações 
e testes com estes modelos.

APROXIMAÇÕES E FUNDAMENTAÇÃO

No sentido de minimizar os erros de 
carbonatação assume-se que o titula-
do é sempre um ácido e o titulante uma 
base.  Assume-se ainda que, durante 
a titulação, as constantes de equilíbrio 
(produto iónico da água e constantes 
de ionização) não variam11. 

Os valores das constantes a utilizar 
podem reportar-se aos valores ter-
modinâmicos (válidas para soluções 
muito diluídas) ou constantes condi-
cionais adequadas à experiência em 
causa – a curva de titulação prevista 
terá maior fi abilidade quanto mais cor-
rectos estiverem estes valores.

Assume-se também que as reacções 
em meio aquoso são rápidas, permi-
tindo que, em qualquer instante da 
curva de titulação, a concentração 
das diversas espécies presentes na 
solução do titulado possa ser descrita 
através das respectivas constantes de 
equilíbrio.

Em termos de notação, um ácido for-
te é representado por HX e um ácido 

fraco por HA sendo Ca e Va a respec-
tiva concentração e volume pipeta-
do.  No caso de uma base forte esta 
representa-se por MOH enquanto que 
uma base fraca por B sendo Cb e Vb 
a respectiva concentração e volume 
vertido.

No caso de reagentes monopróticos, 
no ponto de equivalência (Vb = Veq) 
atinge-se a igualdade estequiométrica 
entre as moles de ácido presentes no 
titulado e da base adicionada através 
da bureta,

C a.V a = C b.V eq                   
(0.1)

Quanto aos equilíbrios em meio 
aquoso serão considerados apenas 
o produto iónico da água (Kw) e as 
constantes de acidez (Ka).  Para faci-
litar o tratamento matemático, estas 
serão aqui consideradas como pro-
dutos e/ou quocientes de concentra-
ções analíticas.

Com base nesta aproximação, o pro-
duto iónico da água é dado por

K w = H +[ ]. OH -[ ]                      (0.2)

e a constante de acidez de um ácido 
fraco (HA) é dada pelo quociente 

K a =
H +[ ]. A -[ ]

HA[ ]
                                   

            (0.3)

No sentido de uniformizar este trata-
mento matemático, as constantes de 
basicidade (Kb) devem ser converti-
das na respectiva constante de acidez 
através de 

K a =
K w

K b

                                
               (0.4)

Em qualquer instante da titulação o 
valor de pH da solução pode ser esti-
mado com base na concentração ana-
lítica do hidrogenião (H+)

−log a
H +( )= pH ≈ − log H +[ ]( )                                                                                  (0.5)

Assume-se que em solução diluída (C 
« 1M) os electrólitos fortes (HX, MOH 
e MX) encontram-se totalmente ioni-
zados, sendo os iões M+ e X- inertes 
em termos de comportamento ácido-
-base, permanecendo em solução 
sob a forma hidratada.  Considera-se 
também que o coefi ciente de activida-
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de das espécies envolvidas é igual à 
unidade.

No caso de um ácido fraco monopró-
tico (HA), o balanço de massa é dado 
por

C a = HA[ ]+ A -[ ]                        (0.6)

e as respectivas fracções molares da 
espécies são

a 0 =
HA[ ]
C a

=
H +[ ]

H +[ ]+K a

⎛ 

⎝ 
⎜ ⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ ⎟ 

e

a 1 =
A -[ ]
C a

=
K a

H +[ ]+K a

⎛ 

⎝ 
⎜ ⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ ⎟ 
                                 

            (0.7)

De modo similar, o balanço mássico 
de uma base fraca (B) em meio aquo-
so é dada por

C b = HB +[ ]+ B[ ]                        (0.8)

e as respectivas fracções molares da 
espécies são

a 0 =
HB +[ ]
C b

=
H +[ ]

H +[ ]+K a

⎛ 

⎝ 
⎜ ⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ ⎟ 

      
e

a 1 =
B[ ]

C b

=
      K a

H +[ ]+K a

⎛ 

⎝ 
⎜ ⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ ⎟             (0.9)

Do ponto de vista da solução do titu-
lado, esta corresponde a um sistema 
aberto já que diversos incrementos 
de volume de titulante são progressi-
vamente adicionados, indo aumentar 
o volume da solução fi nal.  Este fac-
to exige que todas a concentrações 
sejam actualizadas em cada instante 
pelo respectivo factor de diluição – no 
instante i da titulação, a concentração 
total de ácido no titulado (Ca(i)) é dada 
por

C a i( ) = C a .
V a

V a +V b

⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ 

                                                  (0.10)

Enquanto que a concentração total de 
base adicionada nesse instante (Cb(i)) 
é dada por

C b i( ) = C b.
V b

V a +V b

⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟                                             

          (0.11)
Estas aproximações e pressupostos 
permitem deduzir os seguintes mode-

los para a previsão e modelação de 
curvas de titulação.

No caso da previsão de curvas de ti-
tulação assumem-se como determina-
dos os valores das concentrações das 
espécies (Ca, Cb) e os respectivos vo-
lumes (Va, Vb) bem como as constantes 
de equilíbrio sendo estimado o valor do 
pH em cada instante da titulação.

No caso da modelação, regra geral, 
conhecem-se os volumes (Va, Vb) e 
pelo menos uma concentração (Ca ou 
Cb) e o valor do pH em cada instan-
te da curva de titulação.  Neste caso 
procura-se estimar as constantes de 
equilíbrio e a outra concentração (ou 
volume equivalente, Veq).

Neste trabalho são analisados quatro 
casos genéricos relacionados com a 
utilização exclusiva de espécies mo-
nopróticas: a) titulação de ácido forte 
com base forte, b) titulação de ácido 
fraco com base forte, c) titulação de 
ácido forte com base fraca e d) titula-
ção de ácido fraco com base fraca.

CASO 1 – TITULAÇÃO DE ÁCIDO FORTE (HX) 
COM UMA BASE FORTE (MOH)

Nesta situação a reacção química em 
meio aquoso pode ser indicada sob a 
forma

H + aq( ) + OH - aq( ) → H 2O l( )

já que os respectivos contra-iões dos 
electrólitos fortes devem permanecer 
sob a forma hidratada em solução.  

Inicialmente existe um volume Va de 
ácido com concentração Ca no vaso 
de titulação12.  Após a adição do volu-
me Vb de titulante com concentração 
Cb o equilíbrio iónico estabelecido na 
solução titulada é dado por:

H +[ ]+ M +[ ] = OH -[ ]+ X -[ ]                                
            (1.1)
sendo as concentrações molares da-
das por

X -[ ] =
C a .V a

V a +V b

⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ 
                  (1.2)

Por substituição de (0.2) e (1.2) em 
(1.1) fi ca-se com,

                                                   

              (1.3)

que, pode ser simplifi cada para dar

H +[ ]−
K w

H +[ ]
⎛ 

⎝ 
⎜ ⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ ⎟ +

C b. V b − V eq( )
V a +V b

⎛ 

⎝ 
⎜ ⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ ⎟ = 0

                                                         
            (1.4)

No caso da previsão da curva de ti-
tulação, a equação (1.4) corresponde 
a uma equação de segundo grau em 
relação à concentração hidrogeniónica 
(H+)

H +[ ]2
+

C b. V b − V eq( )
V a +V b

⎛ 

⎝ 
⎜ ⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ ⎟ . H +[ ]− K w = 0

                                                    (1.5)

A cada incremento de volume de ti-
tulante adicionado (Vb) esta equação 
pode ser resolvida segundo a fórmula 
resolvente

                                                    (1.6)

sendo φ a fracção de concentração 
titulada

                                                    (1.7)

Neste simples exemplo a curva de ti-
tulação é resolvida exactamente sem 
necessidade de qualquer aproxima-
ção ou algoritmo iterativo.   O procedi-
mento de estimativa corresponde a:

a) estabelecer-se uma escala adequa-
da13 de volumes que ultrapassem o 
volume equivalente,

b) calcular-se a fracção titulada, φ, 
eq.(1.7),

c) calcular-se a concentração do ião 
H+, eq.(1.6),

d) estimar-se o valor de pH respecti-
vo, eq.(0.5),

e) traçar-se a curva de titulação – 
pH em função do volume de titu-
lante, Vb.

CASO 2 – TITULAÇÃO DE ÁCIDO FRACO (HA) 
COM UMA BASE FORTE (MOH)

Nesta situação a reacção química em 
causa pode ser indicada sob a seguin-
te forma:

H +[ ]+
C b.V b

V a +V b

⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ =

K w

H +[ ]
+

C a.V a

V a +V b

⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ 

α0

α1

α0

α1

M +[ ] =
C b.V b

V a +V b

⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ 
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→ A - aq( ) + H 2O l( )

Em qualquer instante da curva de ti-
tulação o equilíbrio iónico em causa é 
dado por

H +[ ]+ M +[ ] = OH -[ ]+ A -[ ] (2.1)

Por sua vez, recorrendo às expres-
sões de fracção molar da espécie 
ácida ionizada, eq.(0.7), a equação 
anterior converte-se em

                                                   

            (2.2)
que pode ser rearranjada para dar

                                            
            (2.3)

Esta equação é em tudo similar à 
equação (1.4) com a diferença do 
aparecimento da fracção molar da for-
ma ionizada (α1).  Devido a esta dife-
rença, a equação (2.3) corresponderá 
a uma equação de terceiro grau, difícil 
de resolver em ordem à concentração 
hidrogeniónica.

Ainda quanto ao balanço de carga, 
eq.(2.1), a forma ácida pode ser neutra 
(HA, como por exemplo  CH3COOH) 
ou possuir carga positiva (HA+, como 
por exemplo o NH4

+).  Neste último 
caso o balanço de carga será

H +[ ]+ M +[ ]+ HA +[ ] = OH -[ ]                                                           

            (2.4)

onde a concentração da forma ácida 
é dada por

                                              

                          

            (2.5)

que substituída em (2.4) vai acabar 
por originar a equação (2.3).

As espécies ácidas com carga negati-
va (ex: HA-) correspondem de facto a 
espécies polipróticas.  

Estes casos devem ser tratados com 
titulação de ácidos polipróticos.

CASO 3 – TITULAÇÃO DE ÁCIDO FORTE (HX) 
COM UMA BASE FRACA (B)

Neste caso a reacção química a con-
siderar é

H + aq( ) + B aq( ) → HB + aq( )

Em qualquer instante da titulação o 
balanço de cargas é dado por

H +[ ]+ HB +[ ] = X -[ ]+ OH -[ ]                          
            (3.1)

A concentração da espécie protonada 
(HB+) é descrita pela eq.(0.9) originan-
do

                           

            (3.2)

que pode ser rearranjada para dar o 
modelo desta curva de titulação

                          

            (3.3)

De igual modo, esta equação não é 
fácil de ser resolvida por via analítica.

No caso da base fraca possuir carga 
negativa (MB, como por exemplo Na-
CH3COO), o balanço de cargas apli-
cado à solução do titulado vem

H +[ ]+ M +[ ] = OH -[ ]+ X -[ ]+ B -[ ]
                                   (3.4)

Seguindo a notação escolhida, a con-
centração da espécie protonada é 
dada por

                   

           
            (3.5)

que pode ser rearranjada para dar

H +[ ]−
  K w

H +[ ]
⎛ 

⎝ 
⎜ ⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ ⎟ + 1− a 1( ). C b.V b

V a +V b

⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ −                         

⎞ 

⎠ 
⎟ −

C b.V eq

V a +V b

⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ = 0

                  (3.6)

e que é equivalente à anterior equa-
ção (3.3).

CASO 4 – TITULAÇÃO DE ÁCIDO FRACO (HA) 
COM UMA BASE FRACA (B)

Este tipo de titulação não se encontra 
vulgarmente descrito já que tem pou-
co interesse analítico14. 

A reacção química a considerar é

+ HB + aq( )

Em qualquer instante da titulação o 
balanço de cargas é dado por

H +[ ]+ HB +[ ] = OH -[ ]+ A -[ ]                        

            (4.1)

Para que se possa distinguir as frac-
ções molares do ácido e da base vão 
ser acrescentados índices a e b res-
pectivamente. Assim, teremos a equa-
ção do balanço de carga sob a forma

                        

            (4.2)

que pode ser rearranjada para dar 
a equação do modelo que descreve 
esta curva de titulação

                          

            (4.3)

GENERALIZAÇÃO E MODO DE          
RESOLUÇÃO

Comparando as equações dos mode-
los para os quatro casos distintos aqui 
deduzidos salienta-se a existência de 
uma grande similaridade entre estes.  
Verifi ca-se também que o modelo pre-
visto para o caso 4, eq.(4.3), corres-
ponde a uma situação genérica capaz 
de satisfazer as situações anteriores, 
expressas através das equações 
(1.4), (2.3) e (3.3), quando as fracções 

molares (α0, α1) dos electrólitos fortes 
são unitárias.  

Assim sendo pode-se agora defi nir o 
modelo genérico de uma curva de ti-
tulação através de

                             
            (5.1)

onde a fracção titulada (φ*) assume a 
forma

HA aq( ) + OH - aq( ) →

HA aq( ) + B aq( ) → A - aq( ) +

α1
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                (5.2)

No caso 1, a previsão da curva de ti-
tulação é directa e resolvida analitica-
mente.  Nos restantes casos, o algori-
tmo baseia-se na resolução aproxima-
tiva das equações (2.3), (3.3) e (4.3) 
por iteração: a) inicialmente assume-
-se um valor de pH em cada ponto 
da curva de titulação, b) calcula-se a 
concentração hidrogeniónica em cada 
instante da titulação, eq.(0.5), c) es-
tima-se a respectiva fracção titulada, 
eq.(5.2), d)  calcula-se o valor previsto 
pelo modelo, eq.(5.1) e e) calcula-se o 
erro do modelo sob a forma de soma 
de quadrados (SS),

                          

            (5.3)

As iterações são conduzidas por al-
teração do valor de pH no sentido de 
minimizar o erro do modelo, eq.(5.3).

APLICAÇÃO

Vejamos agora os quatro casos apli-
cados, calculados com base numa fo-
lha de cálculo.

Para os menos familiarizados com 
este tipo de software recomenda-se 
a consulta de livros da especialidade 
[4, 5].

Neste trabalho vamos ilustrar alguns 
dos casos obtidos no estudo das qua-
tro situações em estudo, titulação de 
a) ácido forte (25,00 mL HCl 0,100 M) 
com uma base forte (NaOH 0,100 M), 
b) ácido fraco (25,00 mL CH3COOH 
0,100 M, pKa = 4,75) com uma base 
forte (NaOH 0,100 M), c) ácido forte 
(25,00 mL HCl 0,100 M) com uma 
base fraca (NH3 0,100 M, pKa = 9,26) 
e d) ácido fraco (25,00 mL CH3COOH 
0,100 M, pKa = 4,75) com uma base 
fraca (NH3 0,100 M, pKa = 9,26).

Utilizar uma folha de cálculo (Excel) 
permite, entre outras vantagens, uti-
lizar um poderosa ferramenta de op-
timização (suplemento SOLVER) e 
obter uma aceitável representação 
gráfi ca que é automaticamente ac-
tualizada após cada cálculo.  Esta 

“macro” do Excel recorre ao algoritmo 
GRG215 que é adequado para a op-
timização de problemas envolvendo 
funções não lineares [5, 6].

PROCEDIMENTO

De seguida descrevemos as condi-
ções de utilização da folha de cálcu-
lo e mostraremos alguns resultados 
conseguidos.  Para que o leitor possa 
relacionar a disposição dos valores na 
respectiva folha de cálculo, na fi gura 
1 encontra-se uma imagem parcial de 
um exemplo de folha de cálculo onde 
foram realizados os cálculos da esti-
mativa da curva de titulação (caso 2).

Para facilitar, cada titulação deve ser 
processada numa folha de cálculo 
independente.  O procedimento 
resume-se a:

1. Inserir os valores da concentração 
do ácido (Ca, célula B1), o 
volume pipetado (Va, cél. B2), e 
concentração do titulante (Cb, 
cél. B3) – o valor do volume de 
equivalência (Veq, cél. B8 = B1*B2/
B3) é automaticamente calculado 
com base nestes dados;

2. Colocar o valor das constantes 
de equilíbrio: o produto iónico da 
água (pKw, cél. B4, convertido na 
respectiva constante na célula 
C6 através de “=10^(-B4)”);  e a 
constante de acidez (pKa, cél. B5);

3. Deve-se defi nir inicialmente o 
escala de volume a utilizar – nestes 
casos o volume equivalente é 

Figura 1  Imagem parcial da folha de cálculo utilizada para o caso 2: destaque, com fundo amarelado, 
do local onde devem ser inseridos os parâmetros experimentais referentes à curva da titulação

sempre 25,00 mL.  Para se obter 
uma boa curva de titulação deve-se 
ultrapassar o ponto de equivalência 
em pelo menos 50% do valor de 
equivalência o que corresponde ao 
volume fi nal de 37,50 mL.  No sentido 
de representar melhor a curva no 
ramo alcalino escolheu-se o valor 
fi nal de 40,00 mL.  O incremento 
para volume de titulação deve ser 
escolhido em conformidade com 
a necessidade de cada utilizador.  
Um incremento constante não 
é a escolha mais sensata se 
este for demasiado grande.  No 
caso testado foi escolhido um 
incremento constante de 0,50 mL 

 

 (2% do volume equivalente). 
Os respectivos valores estão 
localizados na folha de cálculo na 
coluna A (céls. A11:A91);

4. A coluna B (céls. B11:B91) destina-
se às estimativas de pH.  Estas 
primeiras estimativas vão afectar 
a rapidez de convergência mas, 
se não se quiser ter trabalho extra, 
pode-se inclusivamente assumir 
em todos os pontos o valor 7,00.

5. A coluna C (céls. C11:C91) destina-
-se ao valor da concentração 
hidrogeniónica respectiva.  A fórmula 
inscrita em C11 é “=10^(-B11)” e é 
estendida a toda a coluna até ao 
endereço C91;

6. A coluna D (céls. D11:D91) destina-
se à estimativa da fracção titulada 
(φ*), eq.(5.2). A fórmula introduzida 
no caso 2 em D11 é “=$B$3*(A11-
$ B $ 8 * ( $ C $ 5 / ( C 11 + $ C $ 5 ) ) ) /
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($B$2+A11)”16;
7. A coluna E (céls. E11:E91) destina-

se à estimativa do erro do modelo 
em cada ponto (ei), eq.(5.3). A 
fórmula inserida em E11 é “=((C11-
$C$4/C11)+D11)^2” e esta é 
estendida à restante coluna até ao 
endereço E91;

8. A soma de quadrados (SS), eq.(5.3), 
é calculada na própria folha de 
cálculo (cél. E2).  Um pequeno 
comentário deve aqui ser incluído.  
A soma de quadrados corresponde 
a uma “hipersuperfície”17 onde a 
ferramenta de optimização procura 
orientar a sua tarefa no sentido de 
localizar o mínimo desta superfície.  
Dado ainda que o Excel trabalha 
com inteiros de dupla precisão 
(com 15 algarismos signifi cativos), 
espera-se que o erro de truncatura 
numérica se situe próximo de 10-15.  
A soma de quadrados deve então 
atingir um mínimo absoluto da 
ordem de 10-30 o que conduz a uma 
superfície excepcionalmente plana 
para ser localizado efi cientemente 
o mínimo.  Para tornar a busca mais 
efi ciente pode-se multiplicar a soma 
de quadrados por uma constante 
(ex: 1030, cél. E3) e contornar esta 
insensibilidade;

9. Inicia-se a optimização activando o 
SOLVER, procurando minimizar o 
erro do modelo (cél. E2, que contém 
a fórmula “=SOMA(E11:E91)*E3”) 
por alteração do valor do pH (céls. 
B11:B91).  As opções escolhidas 
na optimização são cruciais para 
o tempo de cálculo e sucesso da 
convergência.  

Na fi gura 2 encontra-se um detalhe 
sobre a caixa de diálogo do SOLVER: 
em a) indica-se os objectivos para 
optimização e em b) defi nem-se as 
opções de convergência (o acesso a 
esta caixa de diálogo é conseguido  
através do botão “options”).

b) opções de optimizaçãoa) condições para optimização
Figura 2 Imagem ilustrativa das fases de activação da ferramenta de optimização SOLVER: a) detalhe 

com indicação das condições de optimização e b) opções de optimização para a convergência 
pretendida

Regra geral verifi ca-se que basta 
apenas um ciclo completo de 
iterações para atingir o mínimo global 
que corresponde às estimativas mais 
correctas.  Contudo, recomenda- 
-se [6] que, nestes casos, após ter 
obtido o valor mínimo para a função 
de erro, se preserve o resultado 
fi nal (curva de titulação e respectivo 
erro, SS) e se reinicie o processo 
com outras estimativas iniciais para 
verifi car se se consegue obter outro 
mínimo da função de erro que possua 
um valor inferior ao anterior – nesse 
caso considera-se que esta última 
estimativa está mais correcta.

Neste trabalho verifi cou-se que, se 
as condições iniciais escolhidas 
para a optimização forem razoáveis 
e a solução fi nal for de novo testada 
até não se ser capaz de optimizar 
mais, o valor fi nal do erro obtido por 
convergência pouco difere entre 
procedimentos, indicando que o 
SOLVER é uma ferramenta muito 
poderosa na busca robusta de 
mínimos da função de erro.  Contudo, 
a sua velocidade de cálculo depende 
essencialmente de cinco factores 
cruciais:

1. Do tipo de computador utilizado 
(características do processador de 
cálculo e quantidade de memória 
RAM disponível) e da versão 
do software utilizado – maiores 
capacidades de processamento, 
como por exemplo, maiores 
frequências de processamento e/
ou processadores em paralelo, 
reduzem drasticamente o tempo de 
cálculo.  Neste trabalho tivemos a 
oportunidade de testar as versões 
MS Excel 2002 em processadores 
relativamente antigos (AMD 350 MHz 

 com 128 MB de RAM) e (AMD 800 
MHz com 128 MB de RAM) a correr 
sobre o Windows XP Professional 
e o MS Excel 2007 num (AMD 
Turion X2 2,0 GHz (dual core) com 
3,0 Gb de RAM) a correr sobre 
o sistema operativo Windows 
Vista.  Destaca-se uma melhoria 
signifi cativa no tempo de cálculo 
com processadores mais potentes.  
Em termos ilustrativos, os primeiros 
100 ciclos de iteração do caso 2 
levaram, respectivamente, cerca 
de 51, 32 e 9 segundos a serem 
executados em cada sistema 
testado;

2. Do número de pontos utilizados 
para o cálculo da curva de 
titulação – curvas mais detalhadas 
requerem uma maior densidade de 
pontos que solicitam mais cálculo 
ao processador, atrasando a 
convergência do algoritmo;

3. Do número de equilíbrios 
envolvidos no sistema – maior 
número de equilíbrios difi culta o 
cálculo e requer mais tempo de 
processamento.  Por exemplo o 
Caso 2 requer cerca de 1/3 das 
iterações do Caso 4;

4. Das estimativas iniciais indicadas 
– o valor de pH da aproximação 
inicial quanto mais afastado estiver 
do valor fi nal mais iterações requer 
para a convergência;

5. Dos parâmetros de optimização 
escolhidos para o SOLVER – 
verifi cou-se que estes parâmetros 
são muito importantes na 
velocidade de convergência.  
Efectuando alguns ensaios 
verifi cou-se que é preferível tentar 
fazer o cálculo iterativo de uma 
só vez, sem qualquer interrupção, 
pois desta forma o algoritmo 
utilizado consegue evitar melhor 
mínimos  locais18.  Assim, 
é necessário providenciar no 
sentido de não restringir o cálculo 
quer por limite de tempo quer por 
número insufi ciente de iterações.

Regra geral os seguintes parâmetros: 
tempo máximo = 9999 s, iterações = 
1000, precisão = 0,00001, tolerância = 
5, convergência = 0,000000001, com 
as opções estimativas quadráticas, 
derivadas posteriores, e pesquisa 
conjugada, permitem um cálculo 
efi ciente e garantem uma boa busca 
da solução do problema.  Estas opções 
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são defi nidas após seleccionar o 
botão de “Options” do SOLVER, ver 
fi gura 2.

É ainda recomendado que, após a 
convergência, se reinicie o SOLVER no 
sentido de verifi car se este consegue 
ou não melhorar as estimativas 
obtidas.

Na fi gura 3 encontra-se representada 
a evolução da forma da curva de 
titulação (caso 2) em função do 
número de iterações realizadas.

Da fi gura 3 verifi ca-se que, com as 
condições inicialmente impostas, com 
um número relativamente modesto de 
iterações (200) a curva fi nal da titu-
lação já está signifi cativamente bem 
defi nida sendo, contudo, necessárias 
mais iterações para atingir o aspecto 
fi nal, fi gura 4, ao fi m de cerca de 800 
iterações.

A título de exemplo apresenta-se ainda 
na fi gura 5 o traçado da curva de titula-
ção referente à titulação de um ácido 
fraco (25,00 mL CH3COOH 0,100 M, 
pKa = 4,75) com uma base fraca (NH3 
0,100 M, pKa = 9,26), caso 4.

NOTAS

1   Estas curvas de titulação exprimem, 
regra geral, o pH de uma solução 
em função do volume adicionado de 
titulante.

2  A carbonatação de soluções aquosas 
deve-se à dissolução do dióxido de 
carbono (CO2) atmosférico na mistura. 
O ácido carbónico (H2CO3) formado 
ioniza-se para dar bicarbonato (HCO3

-) 
e como consequência acidifi ca a 
solução. Enquanto uma solução 
possuir valores de pH baixo (< 4) a 
carbonatação é contrariada já que 
a ionização do ácido carbónico é 
minimizada, contudo, em soluções 
com valores de pH superiores a 5 a 
dissolução deste gás é promovida 
pela ionização do respectivo ácido.

3     O titulante é a solução que se encontra 
dentro da bureta e que vai ser controla-
da através do volume vertido.

4     O titulado é a solução que se encontra 
dentro do recipiente que recebe o titu-
lante despejado pela bureta.

5     No caso de titulações mais demoradas 
é necessário possuir um sistema com 
purga contínua de gás inerte (ex: azoto 
ultrapuro).

Figura 3 Evolução das estimativas da curva de titulação (caso 2) de ácido fraco (25,00 mL de 
CH3COOH 0,100M, pKa = 4,75) com base forte (NaOH 0,100 M) em função do número 

de iterações realizadas

Figura 4  Aspecto fi nal da curva de titulação de ácido fraco (25,00 mL de CH3COOH 0,100M, 
pKa = 4,75) com base forte (NaOH 0,100 M)

Figura 5  Curva de titulação calculada para o doseamento do ácido fraco (25,00 mL
de CH3COOH 0,100M, pKa = 4,75) com base fraca (NH3 0,100 M, pKa = 9,26)
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6    Uma agitação adequada promove a rá-
pida homogenização sem causar per-
das de solução nem promover dema-
siada contaminação da solução.

7   Espécies monopróticas são ácidos ou 
bases que apenas podem ceder/cap-
tar um protão, respectivamente.

8    A zona tamponizante de uma curva de 
titulação revela-se por ter um baixo 
valor de declive (|dpH/dV|, em valor 
absoluto) indicando a resistência da 
solução a variações de pH promovidas 
pelo titulante adicionado.  Esta proprie-
dade deve-se à existência de um equilí-
brio ácido-base na solução onde estão 
presentes em concentração signifi ca- 

 tiva as respectivas formas ácido e base 
conjugada.

9    Volume de equivalência é o volume de 
titulante que corresponde estequiome-
tricamente ao titulado utilizado.

10   O ponto de viragem é a região da cur-
va de titulação onde o declive atinge 
maior valor absoluto e corresponde à 
proporção estequiométrica entre os 
reagentes titulados.

11  O que implica considerar constantes 
a temperatura, a pressão e a força 
iónica.

12   As unidades utilizadas são irrelevantes 
– apenas se exige que estas sejam 
todas coerentes.  No caso de dúvida, a 
molaridade (M) deve ser usada para as 
concentrações das espécies e mililitros 
(mL) para os volumes.

13  Para melhorar a resolução da curva 
de titulação aconselha-se aumentar a 
densidade de pontos na região próxima 

do ponto de equivalência, onde o pH 
varia mais bruscamente.

14   Esta titulação apresenta uma pequena 
variação de pH no ponto de viragem o 
que conduzirá a erros de quantifi cação 
signifi cativos.

15  A sigla GRG2 signifi ca Generalized 
Reduced Gradient. Trata-se de um 
método de pesquisa de soluções com 
base em gradientes da função de 
mérito.

16   Nas folhas de cálculo utiliza-se o símbolo 
“$” para fi xar a referência em relação à 
coluna (se estiver antes da respectiva 
letra) e/ou em relação ao número da 
linha (se estiver à esquerda desta), 
por exemplo, $B$3 é a referência 
inalterável sobre a célula B3, onde 
se encontra, nestes casos, o valor da 
concentração da base, Cb.

17   A soma de quadrados no caso de um 
modelo com apenas duas variáveis 
ajustadas assemelha-se a uma 
superfície côncava cujo mínimo 
corresponde à melhor estimativa 
paramétrica para o modelo.  No caso 
de o número de parâmetros de ajuste 
ser superior a dois, esta superfície 
de erro não pode ser representada 
grafi camente numa perspectiva 
tridimensional, chamando-se por esta 
razão de hipersuperfície.

18    Num processo iterativo de optimização 
baseado na pesquisa guiada por 
gradiente da função de erro, é 
frequente serem localizadas situações 
onde alguns dos gradientes se 
anulam indicando a presença de 

valores mínimos locais que não 
correspondem à situação fi nal, onde 
todos os parâmetros de ajuste estão 
correctamente ajustados.

Estas ferramentas de cálculo podem 
ser obtidas mediante solicitação 
dos interessados por via e-mail para 
jcpereira@qui.uc.pt sob o assunto 
“Previsão de curvas de titulação: 
folha de cálculo PrevCTPMono.xls”.
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ACTUALIDADE CIENTÍFICA

DEPÓSITOS DE CARBONATO ENCONTRA-
DOS EM MARTE

Após uma longa pesquisa de décadas 
foi anunciada a descoberta de depó-
sitos substanciais de rochas carbona-
tadas em Marte, mais concretamente, 
de carbonato de magnésio, numa área 
inferior a dez quilómetros quadrados. 

Estas rochas não estão associadas 
ao leito de oceanos já desapareci-
dos (como se esperou em tempos) 
mas podem conter resíduos de ma-
téria orgânica associada à história do 
planeta. Os detalhes  da descoberta 

são descritos na revista Science 322 
(2008) 1828-1832 por B. L. Ehlmann e 
colaboradores. Para explicar a atmos-
fera fi na de Marte tem sido prevista a 
existência de carbonatos na crosta de 
Marte. Supõe-se que, na presença de 
água e de rochas contendo silicatos, o 
dióxido de carbono da atmosfera seria 
convertido em carbonatos. 

Apesar de haver algumas experiên-
cias que mostravam evidência para a 
sua existência, não havia de facto ob-
servação de rochas carbonatadas na 
superfície.  As observações da “Mars 
Reconnaissance Orbiter” (MRO) per-

mitiram confi rmar, por análise de es-
pectros de Infra-Vermelho, a presen-
ça de uma camada rochosa contendo 
carbonato de magnésio. A maioria dos 
minerais criados à superfície de Mar-
te por interacção com água parecem 
resultar de meios fortemente acídicos. 
A descoberta de rochas carbonatadas 
indica a existência de condições mais 
alcalinas, possivelmente mais propí-
cias à vida.

(Adaptado de Nature News 
de 19 de Dezembro de 2008)

JM
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